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Разработан трехпольный конечный элемент четырехугольной формы тонкой 
оболочки с  узловыми неизвестными в  виде: перемещений и  их первых 
производных; деформаций и  искривлений срединной поверхности; усилий 
и моментов срединной поверхности. 
Аппроксимация искомых величин осуществлялась в  двух вариантах. В  первом 
варианте компоненты вектора перемещений и компоненты тензоров деформаций 
и  кривизн, а  также тензоров усилий и  моментов аппроксимировались 
с использованием традиционных функций формы как составляющие скалярных 
полей. Во втором варианте тензорные величины аппроксимировались через 
соответствующие тензоры узловых точек, и  только после координатных 
преобразований на основе соотношений используемой криволинейной 
системы координат были получены аппроксимирующие выражения компонент 
соответствующих тензоров.
На конкретных примерах показана эффективность использования второго 
варианта аппроксимирующих выражений в расчетах оболочки.
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1. Введение
Оболочки различных конфигураций в последнее время получают все более широ-

кое распространение во многих инженерных сооружениях (трубопроводы, резервуа-
ры, покрытия, перекрытия, летательные аппараты, архитектурные формы и другие). 

Теория расчета тонких оболочек в настоящее время является достаточно развитой 
[1–4] при различных видах нагружения. Аналитические решения уравнений теории 
тонких оболочек оказались возможными лишь в некоторых частных случаях, далеких 
от инженерной практики. Поэтому актуальными оказались разработки численных 
методов решения уравнений теории оболочек. Среди численных методов решения 
задач деформирования инженерных конструкций получил развитие и широкое ис-
пользование метод конечных элементов (МКЭ) [5–7]. Наиболее широкое исполь-
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зование при расчете оболочек получил МКЭ в формулировке метода перемещений 
[8–14]. МКЭ в формулировке метода перемещений использовался в расчетах трех-
слойных оболочек [15–22]. Для обоснования разработанной методики расчета трех-
слойных оболочек в [21, 22] выполнено сравнение полученных результатов с анали-
тическими решениями других исследователей.

В расчетах оболочек МКЭ широко использовался и в смешанной формулировке 
[23–26]. В последние годы разрабатывается виртуальный МКЭ с объемными конеч-
ными элементами на пространственных сетках дискретизации [27, 28].

При использовании МКЭ в  формулировке метода перемещений применялись 
в конечных элементах кинематические узловые неизвестные. При смешанной фор-
мулировке МКЭ в конечных элементах узловыми неизвестными принимались пере-
мещения и  напряжения с  выполнением условий совместности между конечными 
элементами в сетке дискретизации.

При проектировании тонкостенных оболочек необходимо знать численные зна-
чения компонент векторов перемещений, а также компонент тензоров напряжений. 
Достижению этой цели служит развитие численных методов расчета, в  частности 
МКЭ в  виде трехпольной формулировки, которая позволяет без дополнительных 
вычислительных процедур одновременно получать численные значения компонент 
вектора перемещения, изгибающих моментов, продольных сил, деформаций и  ис-
кривлений срединной поверхности рассчитываемой оболочки. При этом следует 
применять вычислительные технологии, позволяющие учитывать смещение конеч-
ного элемента как твердого целого.

Получение аппроксимирующих выражений искомых величин с учетом смещения 
как твердого тела для конечного элемента в форме цилиндрической панели показано 
в [29, 30], для трехслойных оболочек в [15, 16].

Проблеме учета жестких смещений в МКЭ в векторной формулировке посвящены 
работы [31,32].

С целью решения проблем численного анализа НДС оболочек в настоящей работе 
излагается разработанный трехпольный вариант МКЭ со следующими полями узло-
вых неизвестных:

–  перемещения и их первые производные;
–  деформации и искривления срединной поверхности;
–  усилия и моменты срединной поверхности.
Аппроксимация искомых величин использована в двух вариантах.
В первом варианте традиционные аппроксимирующие выражения использова-

лись для аппроксимации непосредственно компонент векторов перемещений и ком-
понент тензоров деформаций, искривлений, усилий и моментов.

Во втором варианте традиционные аппроксимирующие процедуры применялись 
к искомым векторам и тензорам, и после координатных преобразований в исполь-
зуемой криволинейной системе координат определялись аппроксимирующие выра-
жения для компонент искомых векторов и тензоров.

Используемая векторно-тензорная форма интерполяционной процедуры позво-
ляет эффективно решить проблему учета смещений оболочек как абсолютно твердых 
тел.

2. Геометрия оболочки
Параметризация срединной поверхности оболочки является важным аспектом 

процесса разработки вычислительного алгоритма расчета тонкостенных объектов. 
В  представленном исследовании в  качестве криволинейных координат срединной 
поверхности были использованы осевая координата x  и полярный угол θ. Таким об-
разом, радиус-вектор срединной поверхности оболочки может быть задан векторной 
функцией следующего вида
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	 ( ) ( )0 , sin , cos ,R xi r x j r x kθ θ θ θ= + +


 

	 (2.1)

где θ – полярный угол, отсчитываемый в плоскости yOz от оси Oz против хода часо-
вой стрелки; ( )θ,r r x=  – функция, зависящая от конкретного типа поверхности.

Так, например, для оболочки в форме эллипсоида данная функция имеет вид

	 ( )θ
θ θ

2 2

2 2 2 2
, ,

cos sin
bc a xr x

a b c

-
=

+
	 (2.2)

где , ,a b c  – параметры эллипсоида.
Для эллиптического цилиндра эта формула зависит только от полярного угла 

	 ( )θ
θ θ2 2 2 2cos sin
bcr

b c
=

+
	 (2.3)

Базисные векторы точки 0M  срединной поверхности оболочки в исходном состоя-
нии можно получить стандартным образом с использованием формул дифференци-
альной геометрии 

	 0 0 0 0 0 0 0 0
1 , 2 , 1 2, / ,,xa R a R a a a aθ= = = ´

 

     	 (2.4)

где ( )( ) ( )20 0 0 0 0 0 0
1 1 2 2 1 2 .a a a a a a a= × × - ×
     

Векторы базиса точки ζ0M , расположенной в произвольном слое оболочки на рас-
стоянии ζ от точки 0M  в исходном состоянии определяются по формулам

	 0 0 0 0
1 , 2 ,, ,xg R g Rζ ζ

θ= =
 

  	 (2.5)

где ζ ζ0 0 0R R a= +
 

 .
В процессе деформирования оболочки под действием приложенной внешней на-

грузки точки 0M  и  ζ0M  займут новые положения M  и  ζM , определяемые векторами 
перемещений v и V



 соответственно

	 ( )ζ1 0 2 0 0 0
1 2 ,v v a v a va V v a a= + + = + -



       	 (2.6)

Входящий в структуру формулы вектора V


 орт нормали к деформированной сре-
динной поверхности определяется векторным произведением

	 1 2 / ,a a a a= ´
   	 (2.7)

где ( ) ( ) ( )( ) ( )θ θ

20 0
1 , 2 , 1 1 2 2 1 2, ,

, ,x x
a R R v a R R v a a a a a a a= = + = = + = × × - ×

   

          

Векторы базиса в точке ζM  деформированного состояния оболочки определяются 
зависимостями

	
( ) ( )
( ) ( )

ζ ζ

ζ ζ
θ θ θθ

ζ

ζ

0 0 0
1 , 1 , ,,

0 0 0
2 , 2 , ,,

x x xx
g R R V g v a a

g R R V g v a a

= = + = + + -

= = + = + + -

  

    

  

    

	 (2.8)

Метрические тензоры точек ζ0M  и  ζM  определяются компонентами

	 αβ α β αβ α β
0 0 0, ,g g g g g g= × = ×

    	 (2.9)

где нижние индексы α и β последовательно принимают значения 1, 2.
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Ковариантные компоненты тензора деформаций в точке ζM  могут быть получены 
посредством использования соотношения механики сплошной среды

	 ( )ζ
αβ αβ αβε 0 / 2g g= - 	 (2.10)

При использовании гипотезы тонких оболочек Кирхгофа–Лява [1] соотношения 
(2.10) могут быть представлены суммой 

	 { } { } { }ζ
αβ αβ αβε ε ζ

3 1 3 13 1

,
´ ´´

= + À 	 (2.11)

где { } { } { } { } { } { }11 22 12 11 22 12 11 22 12
1 3 1 31 3

2 , 2 , 2
T T Tζ ζ ζ ζ

αβ αβ αβε ε ε ε ε ε ε ε
´ ´´

= = À = À À À  – деформации 

и искривления в точках ζM  и M  оболочки. 

3. Дискретная модель объекта
Для построения дискретной модели оболочки был выбран четырехузловой конеч-

ный элемент в виде фрагмента срединной поверхности с узлами , , ,i j k l .
Криволинейные координаты x  и θ дискретного элемента определяются с исполь-

зованием билинейных функций через координаты узлов посредством матричных 
соотношений

	 { } { } { } { }
1 4 1 44 1 4 1

, ,T T
y yx xϕ θ ϕ θ

´ ´´ ´

= = 	 (3.1)

где { } { } { } { }
1 4 1 4

, .T i j k l T i j k l
y yx x x x x θ θ θ θ θ

´ ´

= =

В качестве искомых кинематических и силовых параметров конечного элемента 

выбираются следующие столбцы узловых неизвестных: { } { } { } { }1 2

1 36 1 12 1 12 1 12

L T L T L T L T
y y y yv v v v

´ ´ ´ ´

ì üï ïï ï= í ýï ïï ïî þ
 – 

строки узловых перемещений, каждая из которых имеет вид 
{ } { }ξ ξ η η, , , ,

1 12

... ...L T i j k l i l i l
yq q q q q q q q q

´

= , где под q понимается компонента вектора пере-

мещения 1 2,v v  или v; { } { } { }ε ε
1 24 1 12 1 12

T TT
y y y

´ ´ ´

ì üï ïï ïï ïÀ = Àí ýï ïï ïï ïî þ
 – строки узловых деформаций и искрив-

лений срединной поверхности { } { }λ λ λ λ λ λ λ λ λ11 11 11 11 22 22 12 12
1 12

... 2 ... 2 ,T i j k l i l i l
y

´

=  где под αβλ  

понимается деформация αβε  или искривления αβÀ  срединной поверхности; 

{ } { } { }
1 24 1 12 1 12

T TT
y y yNM N M

´ ´ ´

ì üï ïï ïï ï= í ýï ïï ïï ïî þ
 – строки узловых продольных сил и изгибающих моментов 

{ } { }11 11 11 11 22 22 12 12

1 12

... ...T i j k l i l i l
yT T T T T T T T T

´

= . Здесь под αβT  понимается контрава-

риантная компонента тензора внутренних усилий или тензора моментов.
В разработанных к  настоящему времени вычислительных комплексах (ANSYS, 

NASTRAN, ABAQUS и  других) и  конечно-элементных алгоритмах традиционно 
используется покомпонентная интерполяционная процедура, отличительной осо-
бенностью которой является применение интерполяционного выражения отдельно 
к  каждой компоненте вектора перемещения или к  каждой компоненте тензорных 
величин, таких как тензор деформаций, искривлений, сил и  моментов. Согласно 
этой интерполяционной процедуре, можно записать следующие интерполяционные 
выражения
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	 { } { } { } { } { } { }
1 12 1 4 1 44 112 1 4 1

, , ,T L T T
y y yq q T Tαβ αβ

αβ αβψ λ ϕ λ ϕ
´ ´ ´´´ ´

= = = 	 (3.2)

где { }ψ
1 12

T

´

  – матрица-строка, содержащая произведения полиномов Эрмита третьей 

степени [24, 25].
При использовании билинейных функций формы для аппроксимации деформа-

ций условия неразрывности деформаций не выполняются из-за наличия деформа-
ций сдвига εxy  в узле k  конечного элемента.

С использованием интерполяционных зависимостей (3.2) формируются аппро-
ксимирующие матричные выражения 

	 { } { } { } { } { } { } { } { }1 1 1 1
6 1 6 1 3 16 24 6 24 3 36 6 3624 1 24 1 36 1 36 16 1

, , , ,k
y y y yH NM H NM v A v B vε ε ε

´ ´ ´´ ´ ´ ´´ ´ ´ ´´

é ù é ù é ù é ùÀ = À = = À =ê ú ê ú ê ú ê úë û ë û ë û ë û 	 (3.3)

где { } { } { }αβ αβε ε
1 6 1 3 1 3

T TT

´ ´ ´

ì üï ïï ïï ïÀ = Àí ýï ïï ïï ïî þ
  – строка деформаций и  искривлений внутренней точки 

конечного элемента; { } { }11 22 12 11 22 12

1 6

TNM N N N M M M
´

= – строка усилий и момен-

тов внутренней точки конечного элемента; { }ε
1 6

k

´

À  – строка деформаций и искривле-

ний внутренней точки, определяемых функциями перемещений.
Как следует из (3.2), каждая из компонент вектора и  тензора интерполируется 

через узловые значения этой же самой компоненты. Данная аппроксимация явля-
ется корректной, если векторы и тензоры определены в декартовой системе коор-
динат.

Если векторы и тензоры определены в криволинейной системе координат, то не-
обходимо использовать тензорно-векторную форму интерполяционной процедуры, 
при которой выполняется интерполирование не отдельных компонентов вектора 
или отдельных компонент тензоров деформаций, искривлений, усилий или момен-
тов, а  непосредственно самого вектора перемещения и  вышеупомянутых тензоров 
посредством узловых значений векторов и тензоров.

При реализации трехпольного варианта МКЭ применительно к анализу НДС обо-
лочек тензорно-векторная форма интерполяционной процедуры предусматривает 
использование следующих интерполяционных выражений

	 { } { } { } { } { } { } { } { } { } { }
1 4 1 4 1 4 1 4 1 124 1 4 1 4 1 4 1 12 1

, , , , ,T T T T T L
y y y y yN N M M v vε ϕ ε ϕ ϕ ϕ ψ

´ ´ ´ ´ ´´ ´ ´ ´ ´

= À = À = = =
 

    

  	(3.4)

где { } { } { } { }ε ε ε ε ε
1 4 1 4

;T i j k l T i j k l
y y

´ ´

= À = À À À À    

      – строки узловых тензоров деформаций 

и  искривлений срединной поверхности; { } { }
1 4

;T i j k l
yN N N N N

´

=      

{ } { }
1 4

T i j k l
yM M M M M

´

=      – строки узловых тензоров продольных сил и изгибающих 

моментов; { } { }ξ ξ η η, , , ,
1 12

... ...L T i j k l i l i l
yv v v v v v v v v

´

=
          – строка узловых векторов перемеще-

ния и их производных первого порядка.
Тензоры деформаций и искривлений, усилий и моментов, входящих в (3.4), мож-

но представить компонентами диадных произведений соответствующих векторов 
локальных базисов, например
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, но ее компоненты, отличные от нуля, являются диадными 

произведениями контравариантных векторов базисов узловых точек;
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Векторы базисов внутренних и  узловых точек конечного элемента выражаются 
через орты декартовой системы координат посредством следующих матричных соот-
ношений
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чает конкретный из узлов КЭ , , ,i j k l .
В результате обращения первого соотношения (3.6) и подстановки его во второе 

соотношение (3.6) базисные векторы узлов конечного элемента выражаются через 
базисные векторы его внутренней точки
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С учетом (3.7) диадные произведения узлов КЭ также могут быть выражены через 
диадные произведения точки, принадлежащей внутренней области конечного эле-
мента
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При учете (3.5)–(3.9) соотношения (3.4) могут быть представлены выражениями

	

1 3

0

3 1 1 3

0

3 3
1

0

3 3
2

0

× × × × ×

{ }{ } = { } 







T T

i T ja a d d








��
��

��� � � 




























{ }

× × ×

×

T k T l T

yd d
3 3

3
0

3 3
4

0

12 1

1

� � ���

33

0

3 1 1 3

0

3 3
1

0

3 3
2

0

T T

i T ja a d d








��
��

�� � �{ } ℵ{ } = { } 







× × × ×





























ℵ{ }

× × ×

×

T k T l T

yd d
3 3

3
0

3 3
4

0

12 1

1 3

� � ��

TT T

i T ja N a b b








��
��

�� � �0

3 1 1 3

0

3 3
1

0

3 3
2

0{ }{ } = { } 








× × × ×



























{ }

× × ×

×

T k T l T

y

T

b b N
3 3

3
0

3 3
4

0

12 1

1 3

� � ��









a M a b b
T

i T j
��

��
�� � �0

3 1 1 3

0

3 3
1

0

3 3
2

0{ }{ } = { } 









× × × ×



























{ }

× × ×

T k T l T

yb b M
3 3

3
0

3 3
4

0

12 1
� � ��

	 (3.10)

Из (3.10) можно получить необходимые интерполяционные зависимости для ком-
понент тензоров деформаций, искривлений, продольных сил и изгибающих момен-
тов, например
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Получение интерполяционных соотношений для компонент вектора перемеще-
ния в  соответствие с  векторной формой интерполяционной процедуры изложено 
[24, 25].

На основе интерполяционных зависимостей (3.11) формируются аппроксимирую-
щие выражения

	 { } { } { } { } { } { } { } { }ε ε ξ2 2 2 2
6 1 6 1 3 16 24 6 24 3 36 6 3624 1 24 1 36 1 36 16 1

= , = , = , =k
y y y yH H A BNM NM v v v

´ ´ ´´ ´ ´ ´´ ´ ´ ´´

é ù é ù é ù é ùÀ À Àê ú ê ú ê ú ê úë û ë û ë û ë û 	 (3.12)

Анализируя (3.11), можно констатировать, что отдельная компонента любого тен-
зора (деформаций, искривлений, усилий и моментов) в точке, принадлежащей вну-
тренней области используемого элемента дискретизации, зависит от узловых значе-
ний всех его компонент, то есть от полного набора узловых варьируемых параметров 
соответствующего тензора.

При общепринятой форме интерполяционной процедуры (3.2) отдельная компо-
нента тензора, например, компонента тензора искривлений 11À  является функцией 
узловых значений только этой же самой компоненты, т.е. ( )11 11 11 11 11

i j k lfÀ = À À À À  и не 
зависит от узловых значений остальных компонент данного тензора ρ ρ

22 12,À À .
Также особенностью новых интерполяционных зависимостей (3.11) является при-

сутствие в них параметров применяемой в конкретном расчете оболочки криволи-
нейной системы координат, что не наблюдается в традиционных интерполяционных 
соотношениях (3.2).

4. Матрица жесткости конечного элемента
Для получения матрицы жесткости конечного элемента используется функционал 

[24, 25], основанный на равенстве работ заданных сил на перемещениях и внутрен-
них усилий на деформациях и искривлениях, дополненный условием равенства нулю 
работы на деформациях и искривлениях невязки, определяемой как разность между 
внутренними усилиями, вводимыми по определению, и внутренними усилиями, вы-
ражаемыми через деформации и искривления

	
L

F

T

F

T
kNM dF NM C∏ ∫ ∫= { } ℵ{ } − ℵ{ } { }−   ℵ{

× × × × × ×1 6 6 1 1 6 6 1 6 6 6 1

ε ε ε }}















− { }{ }∫

× ×

dF U P dF
F

T

1 3 3 1
,	 (4.1)
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ε ε ε ε   – матрицы-

строки продольных сил и изгибающих моментов, а также деформационных параме-
тров в точке срединной поверхности оболочки; { }ε kÀ  – столбец, элементы которого 
определяются соотношениями Коши; { } { }1 2

1 3
;TU v v v
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=  { } { }1 2 3
1 3

TP p p p
´

=  – матрицы-

строки компонент вектора перемещения и  вектора внешней поверхностной на
грузки.

Входящая в (4.1) матрица Cé ùê úë û  определяет связь между столбцами { }NM  и { }εÀ

	 { } { }ε
6 1 6 16 6

NM C
´ ´´

é ù= Àê úë û 	 (4.2)

При учете аппроксимирующих выражений для кинематических { }U , { }εÀ  и сило-
вых { }NM  искомых неизвестных в зависимости от используемого варианта аппро-
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ксимации (3.2) или (3.11) функционал (4.1) с учетом (4.2) может быть преобразован 
к виду
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где матрицы γ
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H
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é ù
ê úë û , γ
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ê úë û  и  γ

3 36

A
´

é ù
ê úë û  компонуются на основе интерполяционных выражений 

(3.3) или (3.12), нижний индекс γ  принимает значения 1, 2, причем γ=1 соответствует 
использованию общепринятой покомпонентной интерполяционной процедуре 
(3.2), а  γ=2 соответствует применению разработанной тензорно-векторной форме 
интерполяции искомых величин (3.11) в трехпольном варианте МКЭ. 

Входящая в (4.3) матрица 
36 36

RP
´

é ùê úë û  определяет связь между столбцами кинематических 

узловых неизвестных в локальной и глобальной системах координат. 
Осуществляя минимизацию (4.3) по кинематическим { }TG

yv , { }ε
T

yÀ  и  силовым 

{ }T

yNM  искомым неизвестным, можно записать систему матричных уравнений 
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или в более компактном виде 

	
36 24 24 1 36 1

24 36 36 1 24 2

0
× × ×

× × ×




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	 (4.5)

где 
24 36 24 6 6 6 6 36 36 36× × × × ×
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1

6 24
γ γ

Выражая из третьего и  второго уравнений (4.5) столбцы { }ε yÀ  и { }yNM , можно 
получить следующие матричные зависимости
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	 (4.6)

Осуществляя подстановку (4.6) в первое уравнение (4.5), можно записать следую-
щее матричное выражение

	 { } { }
36 136 36 36 1

G
yK v f

´´ ´

é ù =ê úë û ,	 (4.7)

где 
1 1

36 36 36 24 24 2424 24 24 3624 24

T TK S G W G S
- -

´ ´ ´ ´ ´´

é ùé ù é ù é ù é ù é ù é ù= ê úê ú ê ú ê ú ê ú ê ú ê úë û ë û ë û ë û ë û ë ûë û
 – искомая матрица жесткости размером 36́ 36 ко-

нечного элемента, используемого для построения дискретной модели оболочки.
Глобальная матрица жесткости всей исследуемой оболочки, представляющая со-

бой матрицу системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ), компонуется из 
отдельных матриц жесткостей Ké ùê úë û посредством использования матрицы индексов [5]. 

Полученные в результате решения методом Гаусса глобальной СЛАУ столбцы { }G
yv  

посредством (4.6), позволяют вычислять требуемые для анализа НДС оболочки 
столбцы продольных сил и изгибающих моментов { }yNM , а также столбцы деформа-
ций и искривлений { }ε yÀ  в любой интересующей исследователя узловой точке рас-
считываемой конструкции.

5. Вычислительные эксперименты
Эксперимент 1. В качестве тестовой задачи был выполнен расчет двухшарнирной 

арки эллиптического очертания (рис.  1), загруженной линейной нагрузкой интен-
сивности 0.1q =  Н/см. 

Рис. 1. Расчетная схема эллиптического кольца при шарнирном опирании
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По условиям симметрии рассматривалась половина арки. Использовались следу-
ющие исходные данные: 1L =  см; 50a =  см; 10b =  см; 0.1h =  см; 52 10E = ×  МПа; 
ν 0.3= . Расчеты выполнялись в двух вариантах: в первом варианте искомые величи-
ны аппроксимировались как составляющие скалярных полей; во втором варианте 
интерполяционные функции применялись к векторным и тензорным полям и толь-
ко после координатных преобразований определялись аппроксимирующие выраже-
ния искомых величин. Результаты повариантных расчетов приведены в табл. 1, где 
в зависимости от степени сгущения сетки дискретизации даются значения нормаль-
ных напряжений на внутренней sin, наружной sout и  срединной smidl поверхностях 
оболочки, а  также моментов и  продольных сил в  точках арки. В  правой колонке 
табл. 1 даются значения Mф

22 и Nф
22, определенные соотношениями

	 N q Lф Н22 0 1 1 0 100= − ⋅ = − ⋅ = −. .

	 ���
midl N L h= − ⋅( )= − ⋅( )= −ф Н см смсм Н22 20 1 0000.100 1 1/ . .

	 Mф Н см22 0 00= ⋅. 0 

Анализ данных табл. 1 показывает сходимость вычислительного процесса при ис-
пользовании трехпольного конечного элемента и адекватное совпадение параметров 
НДС со значениями, полученными аналитическим путем. Сравнение повариантных 
значений нормальных напряжений, продольных сил и изгибающих моментов пока-
зывает их примерное совпадение.

При замене шарнирной опоры на пружинную (рис. 2) оболочка получает возмож-
ность смещаться в вертикальном направлении при неизменном НДС.

В табл. 2 приведены значения параметров НДС оболочки при различных смеще-
ниях арки по вертикали. При выполнении повариантных расчетов была использова-
на сетка дискретизации 211 2´ .

Рис. 2. Расчетная схема эллиптического кольца при пружинном опирании
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Анализ данных табл. 2 показывает, что в первом варианте расчета параметры НДС 
оболочки в точке пружинного опирания претерпевают весьма значительные измене-
ния, которые возрастают по мере увеличения смещения оболочки как абсолютно 
твердого тела. Так, при смещении оболочки на величину 0.10 м напряжения θθsin  уже 
меняют свой знак, а sxx возрастают на несколько порядков. На основе этого можно 
отметить, что использование общепринятой в МКЭ интерполяции компонент век-
тора перемещения, компонент тензоров усилий и моментов, деформаций и искрив-
лений не позволяет учитывать смещения оболочки как абсолютно твердого тела. 
И напротив, использование разработанной тензорно-векторной формы интерполя-
ционной процедуры в  трехпольной формулировке МКЭ позволяет в  полной мере 
учитывать смещения оболочки как абсолютно твердого тела. Подтверждением этого 
факта является анализ значений параметров НДС оболочки, полученных во втором 
варианте расчета. Анализ данных, представленных в правой половине таблицы 2 по-
казывает, что численные значения нормальных напряжений, продольных сил и из-
гибающих моментов остаются неизменными даже при существенной величине жест-
ких смещений, что доказывает несомненные преимущества разработанного 
трехпольного конечного элемента с тензорно-векторной формой интерполяционной 
процедуры.

Эксперимент 2. Определено НДС эллиптической цилиндрической оболочки, име-
ющей первоначально шарнирное опирание по торцам (рис. 3). 

Вдоль верхней образующей была приложена линейно распределенная нагрузка 
интенсивности 10q =  Н/см. Геометрические размеры оболочки были приняты рав-
ными: 2.0L =  м; толщина стенки 0.015h =  м; параметры эллипса поперечного сече-
ния: 1.0b =  м; 0.3c =  м. Физические характеристики: 52 10E = ×  МПа; ν 0.3= .

Как и в эксперименте 1 определение НДС оболочки выполнялось при двух вари-
антах аппроксимации искомых величин. Результаты повариантных расчетов при 
шарнирном способе опирания оболочки приведены в табл. 3, в которой даются чис-
ленные значения физических напряжений θθs  и sxx на внутренней и наружной по-
верхностях оболочки в точках , ,A B C  и D  (рис. 3) при различных размерах сетки дис-

Рис. 3. Расчетная схема эллиптического цилиндра при шарнирном опирании
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кретизации ¼ части эллиптического цилиндра (была рассчитана только четвертая 
часть оболочки вследствие симметрии расчетной схемы).

Анализ данных, приведенных в табл. 3, показывает, что при использовании обо-
их вариантов аппроксимации искомых величин наблюдается сходимость вычисли-
тельного процесса, но во втором варианте аппроксимации искомых величин схо-
димость выше. Значения параметров НДС в обоих вариантах весьма близки между 
собой. 

При замене шарнирных опор оболочки на пружинные при действии той же на-
грузки она получает возможность смещаться по вертикали ка твердое тело (рис. 4).

Результаты определения НДС оболочки при фиксированной сетке узлов 51 51´  
и различных смещениях оболочки как твердого тела приведены в табл. 4.

Как следует из анализа данных табл.  4, в  первом варианте расчета наблюдается 
существенное изменение параметров НДС, причем фиксируемые изменения про-
порциональны величине жесткого смещения оболочки в  вертикальном направле-
нии. Так, например, sin

xx в точке B уменьшились в 4.3 раза, а  θθsout – в 3.2 раза.
Для наглядности полученных вычислений на рис. 5, 6 представлены повариантные 

графические зависимости изменения значений нормальных напряжений θθs  и sxx 
в точке B в зависимости от величины жесткого вертикального смещения.

На графиках отчетливо прослеживается тенденция к  увеличению погрешности 
вычисления напряжений θθs  и sxx в  первом варианте расчета по мере увеличения 
жесткого вертикального смещения оболочки. Во втором варианте расчета параметры 
НДС остаются неизменными, чему свидетельствуют строго горизонтальные графики 
θθs  и sxx.

Из анализа данных табл. 4 видно, что во втором варианте расчета параметры НДС 
оставались абсолютно неизменными при любом значении величины вертикального 
жесткого смещения, что приводит к выводу о том, что разработанная тензорно-век-
торная форма интерполяционной процедуры искомых величин в трехпольном вари-
анте МКЭ позволяет полностью учитывать смещения исследуемых оболочек как 
абсолютно твердых тел.

Рис. 4. Расчетная схема эллиптического цилиндра при пружинном опирании
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Заключение
Разработан векторно-тензорный способ интерполяционной процедуры для трех-

польного варианта МКЭ, позволяющий выразить компоненты силовых (продольных 
сил и  изгибающих моментов) и  кинематических (деформаций и  искривлений сре-
динной поверхности) искомых неизвестных через полный набор узловых силовых 
или кинематических параметров.

Рис. 5. Графики значений нормальных напряжений sθθ в точке B

Рис. 6. Графики значений нормальных напряжений sxx в точке B
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Выполненные численные эксперименты по расчету оболочек с  эллиптическим 
поперечным сечением, имеющих возможность под действием заданной нагрузки 
смещаться как абсолютно твердые тела, показали, что применение разработанной 
тензорно-векторной формы интерполяционной процедуры позволяет корректным 
образом учитывать жесткие смещения оболочек и  вычислять искомые параметры 
НДС без какой-либо погрешности.
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Three-Field FEM in Shell Calculations with Options 
for Interpolation of the Sought Values

Yu. V. Klochkova,#, A. P. Nikolaeva,##, V. A. Pshenichkinab,###, O. V. Vakhninaa,####, 
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A three-field finite element of a quadrangular shape of a thin shell with nodal unknowns in 
the form of: displacements and their first derivatives has been developed; deformations and 
curvatures of the median surface; forces and moments of the middle surface. 
The approximation of the required quantities was carried out in two versions. In the first 
version, the components of the displacement vector and the components of the strain and 
curvature tensors, as well as the force and moment tensors, were approximated using traditional 
shape functions as components of scalar fields. In the second version, tensor quantities were 
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approximated through the corresponding tensors of nodal points, and only after coordinate 
transformations based on the relations of the used curvilinear coordinate system were 
approximating expressions for the components of the corresponding tensors obtained.
Specific examples show the effectiveness of using the second version of approximating 
expressions in shell calculations.

Keywords: displacement vector, strain tensor, stress tensor, force tensor, curvature tensor, three-
field finite element, tensor-vector interpolation
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